Zusammenhang zwischen s(t), v(t) und a(t)-Gesetz
1 Aufwärts, von der Beschleunigung zum Weg
1.1 Berechnung der Geschwindigkeit eines Pfeils bei gegebener Beschleunigung
	Worum geht’s
	Die im Physikunterricht der Klassenstufe 10 (G8) bzw. 11 (G9) behandelten Größen Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung stehen in einem sehr engen Zusammenhang miteinander, der in diesem Abschnitt herausgearbeitet werden soll. Dazu setze ich keine Kenntnisse voraus, außer einer anschaulichen Vorstellung von der Bedeutung der beiden Begriffe Geschwindigkeit und Beschleunigung. Nämlich: 

	Geschwindigkeit
	Die Geschwindigkeit gibt die pro Zeiteinheit zurückgelegte Wegstrecke an. Sie gibt also an, um wie viele Meter sich ein Körper pro Sekunde bewegt.

	Beschleunigung
	Die Beschleunigung gibt den Zuwachs, bzw. die Abnahme der Geschwindigkeit pro Zeiteinheit an. Sie gibt also an, um wie viele m/s sich die Geschwindigkeit des Körpers pro Sekunde ändert.

	Ziel:

Ermittlung der Geschwindigkeits-änderung und der zurückgelegten Wegstrecke eines Körpers aus seiner Beschleunigung
	Das Diagramm zeigt die Beschleunigung eines Pfeils durch den Bogen als Funktion der Zeit. Die Beschleunigung ist also zu Beginn, wenn der Bogen noch straff gespannt ist sehr groß und wird mit der Zeit, d.h. mit zunehmender Entspannung des Bogens immer kleiner.
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Da die Beschleunigung nicht konstant ist, handelt es sich beim Abschuss eines Pfeils nicht um eine gleichmäßig beschleunigte Bewegung, die Formeln aus dem Physikunterricht können wir also nicht gebrauchen.

	1. Schritt:

Berechnung der Geschwindigkeit nach 5 ms
	Innerhalb der ersten 5 Millisekunden ändert sich die Beschleunigung des Pfeils ein wenig. Sie beträgt laut Diagramm zu Beginn, d.h. für t = 0 ca.

a(0s) ≈ 1350 m/s2
und 5 Millisekunden nach Beginn des Beschleunigungsvorgangs:

a(5ms) ≈ 1300 m/s2
Diese Werte entnimmt man dem Diagramm. Der Mittelwert der Beschleunigung während der ersten 5 ms beträgt also ca.
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Um überhaupt etwas rechnen zu können, nehmen wir an, dass die Beschleunigung während der ersten 5 ms konstant 1325 m/s2 betrüge.

Da die Beschleunigung die Geschwindigkeitsänderung pro Zeitangibt, ergibt sich für den Geschwindigkeitszuwachs des Pfeils innerhalb der ersten 5 ms daher:
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Da der Pfeil die Anfangsgeschwindigkeit 0 m/s hat, beträgt seine Geschwindigkeit nach 5 ms also:
v(5ms) = v(0s) + (v0-5 = 0 m/s + 6,625 m/s = 6,625 m/s

	2. Schritt Berechnung der Geschwindigkeit nach 10 ms
	Um die Geschwindigkeit des Pfeils nach 10 ms zu berechnen, verfährt man analog:

i) Mittelwert der Beschleunigung im Zeitintervall [5 ms; 10 ms]

a(5ms) ≈ 1300 m/s2
a(10ms) ≈ 1180 m/s2
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ii) Geschwindigkeitszuwachs im Zeitintervall [5ms; 10 ms]
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iii) Endgeschwindigkeit nach 10 ms

Da die Geschwindigkeit des Pfeils nach 5 ms bereits 6,625 m/s beträgt und diese im Zeitintervall [5 ms; 10 ms] um weitere 6,2 m/s zunimmt, beträgt sie nach 10 ms:
v(10ms) = v(5ms) + (v5-10 = 6,625 m/s + 6,2 m/s = 12,825 m/s

	3. Schritt Berechnung der Geschwindigkeit nach 15 ms
	Mit a(15ms) ≈ 950 m/s2 erhält man für die mittlere Beschleunigung
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Für den Geschwindigkeitszuwachs:
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Und schließlich für die Endgeschwindigkeit

v(15ms) = v(10ms) + (v10-15 = 12,825 m/s + 5,325 m/s = 18,15 m/s

	Kurze Bedenkzeit
	Bevor wir weitermachen und nach dem gleichen Schema die Geschwindigkeit nach 20, 25 und 30 ms ausrechnen, möchte ich kurz innehalten und die bisherigen Berechnungen geometrisch deuten:
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Jede Multiplikation zweier Zahlen a und b kann als Berechnung des Flächeninhalts eines Rechtecks mit den Seitenlängen a und b gedeutet werden.  Daher entspricht z.B. (v10-15 dem Flächeninhalt eines Rechtecks mit den Seitenlängen 1065 m/s2 und 5/1000 s. Die gelb unterlegte Fläche im folgenden Diagramm zeigt genau ein solches Rechteck. 
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Ebenso können auch die übrigen Geschwindigkeitszuwächse als Flächeninhalte von Rechtecken interpretiert werden (grau-blau)
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Da die nach 15 ms insgesamt erreichte Geschwindigkeit v(15ms) die Summe aus den Geschwindigkeitszuwächsen innerhalb der ersten drei 5-ms-Intervalle ist, entspricht die Geschwindigkeit nach 15 ms gerade der Fläche unter der a(t)- Kurve bis zur Zeitgrenze 15 ms (grüne Fläche)
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	Sämtliche Geschwindigkeits-Zuwächse in Tabellenform
	Zeit

Beschleunigung
Mittelwert

Geschwindig-keitszuwachs

Endgeschwindigkeit

s. Diagramm
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1.2 Berechnung der zurückgelegten Wegstrecke eines Pfeils aus dem Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz
	Das Ziel
	Im vorigen Abschnitt wurde aus dem in Diagrammform gegebenen Beschleunigungs-Zeit-Gesetz das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz ermittelt. Ganz analog kann man aus dem Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz das Weg-Zeit-Gesetz ermitteln:

	Das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz
	Die Geschwindigkeiten des Pfeils wurden für die Zeitpunkte 0, 5, 10, 15, 20, 25 und 30 ms im vorigen Abschnitt berechnet. Trägt man sie in ein Diagramm ein, so ergibt sich folgende Grafik:
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Auch die Geschwindigkeit ist nicht konstant, so dass man nicht einfach die Geschwindigkeit mit der verstrichenen Zeit multiplizieren kann um den zurückgelegten Weg zu erhalten. Man muss vielmehr den zurückgelegten Weg stückweise berechnen, analog zur Geschwindigkeit im letzten Abschnitt.

	1. Schritt: Berechnung des Ortes des Pfeils nach 5 ms
	Dazu ermittelt man zunächst wieder die Durchschnittsgeschwindigkeit während der ersten 5 ms.:
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Würde sich der Pfeil während der gesamten ersten 5 ms mit dieser Durchschnittsgeschwindigkeit bewegen, so legte er die Strecke
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zurück. Befindet er sich zu Beginn der Bewegung im Ursprung des Bezugssystems, so beträgt seine Entfernung vom Ursprung nach 5 ms

s(5ms) = s(0ms) + (s0-5 = 0 mm + 16,56 mm = 16,56 mm

	2. und 3. Schritt: Berechnung des Ortes des Pfeils nach 10 bzw. 15 ms
	Analog berechnet man 
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	Deutung
	Auch hierbei entspricht die Multiplikation der Berechnung einer Rechtecksfläche unter dem v(t)-Graphen. Der Flächeninhalt des gelb markierten Bereiches ist die im dritten 5-ms-Zeitabschnitt zurückgelegte Wegstrecke (s10-15.
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	Die bis zum Zeitpunkt t insgesamt zurückgelegte Wegstrecke lässt sich also wieder als Flächeinhalt unter der v(t)-Kurve interpretieren (grüner Bereich), der in unserer Rechnung von einer Treppenfläche angenähert wird (blau-grau).
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	Sämtliche Geschwindigkeits-Zuwächse in Tabellenform
	Zeit

Geschwindigkeit

Mittelwert

Zurückgelegte

Wegstrecke

Gesamter

Weg

s. Diagramm
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	Was lernen wir daraus?
	1. Man kann auch bei einer nicht gleichmäßig beschleunigten Bewegung aus dem a(t)-Gesetz das v(t) und das s(t)-Gesetz erhalten. Es genügt, wenn das a(t)-Gesetz in Diagramm oder Tabellenform vorliegt.

2. Die Geschwindigkeit eines Körpers zur Zeit t erhält man, in dem man den Flächeninhalt unter der a(t)-Kurve bis zur Zeitgrenze t berechnet.

Anmerkungen:
· Dies gilt dann, wenn der Körper zu Beginn des Beschleunigungsvorgangs in Ruhe ist, also für v0 = 0. Andernfalls muss man die Anfangsgeschwindigkeit v0 einfach hinzu addieren.

· Der Flächeninhalt darf nicht in der Einheit cm2 im Diagramm berechnet werden, sondern die Berechnung muss in den natürlichen an den Koordinatenachsen stehenden Einheiten erfolgen (wie im Beispiel 1065 m/s2 ( 5 ms = 6625 mm/s = 6,625 m/s)
3. Ebenso erhält man den gesamten Weg, den ein Körper in einer Zeit t zurücklegt, indem man den Flächeninhalt unter der v(t)-Kurve bis zur Zeitgrenze t berechnet.
Anmerkung: Auch hier erhält man durch die Flächenberechnung nur den zurückgelegten Weg. Will man die Ortskoordinate ermitteln, so muss man noch die Ortskoordinate des Ausgangspunktes s0 hinzuadddieren. Außerdem muss man natürlich auch hierbei den Flächeninhalt in den an den Koordinatenachsen stehenden Einheiten und nicht in cm2 berechnen.

	Wie exakt sind die Ergebnisse?
	Im Beispiel oben wurde das gesamte Zeitintervall des Abschusses, der 30 ms dauert in 6 Intervalle zu je 5 ms zerlegt. Es ist kein Problem eine höhere Genauigkeit zu erzielen, wenn man mehr Aufwand investiert und die Zahl der Intervalle erhöht. Im folgenden Bild beträgt die Streifenbreite nur 1 ms. D.h. die Zahl der Streifen wurde um den Faktor 5 erhöht.
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Die beiden folgenden Grafiken zeigen das mit der beschriebenen Methode ermittelte Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz sowie das Weg-Zeit-Gesetz für 6, 30 bzw. 300 Intervalle. Dies entspricht einer Schrittweite von 5 ms, 1 ms bzw. 0,1 ms. Die auf andere Weise errechneten exakten Kurven weichen von dem mit 300 Schritten ((t = 0,1 ms) ermittelten Resultat so wenig ab, dass der Unterschied Diagramm nicht dargestellt werden kann.
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2 Abwärts, vom Weg zur Beschleunigung

	Worum geht’s
	Einer meiner Schüler aus der 8. Klasse, der sich in seiner Freizeit mit dem Bogenschießen befasst, filmte den Abschuss eines Pfeils mit einer Hochgeschwindigkeitskamera und ermittelte aus den Bildern das Weg-Zeit-Gesetz eines Pfeils beim Abschuss (s.u.).

	Das Weg-Zeit-Gesetz eines Pfeils beim Abschuss
	[image: image35.wmf]Wegstrecke des Pfeils
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	Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 15 ms
	Um die Geschwindigkeit des Pfeils 15 Millisekunden nach Beginn des Abschussvorgangs aus dem Weg-Zeit-Gesetz zu ermitteln, genügt es nicht, den innerhalb der ersten 15 ms zurückgelegten Weg

s(15ms) ≈ 0,15 m

durch die dafür benötigte Zeit 15 ms zu dividieren. Das Ergebnis dieser Division
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liefert nämlich nur die Durchschnittsgeschwindigkeit während der ersten 15 ms, nicht jedoch die augenblickliche Geschwindigkeit, die so genannte Momentangeschwindigkeit.

Um diese zu erhalten, muss man nach 15 ms auf einer möglichst kurzen Wegstrecke die dafür benötigte Zeit messen.

z.B. benötigt der Pfeil für die nächsten 10 cm rund 5 ms, denn:
s(15ms) = 0,15m   und   s(20ms) = 0,25 m.

Daher beträgt die Momentangeschwindigkeit nach 15 ms ca.
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und ist damit doppelt so groß wie die Durchschnittsgeschwindigkeit bis zu diesem Zeitpunkt.

	Geometrische Deutung
	Man kann sich die beiden Geschwindigkeiten im Weg-Zeit-Diagramm auch grafisch veranschaulichen. Der Begriff „Durchschnittsgeschwindigkeit“ bedeutet, dass ein Pfeil, der sich vom Beginn des Abschusses an konstant mit dieser Geschwindigkeit fortbewegt hätte, nach 15 ms genau so weit gekommen wäre. Das Weg-Zeit-Diagramm eines solchen Pfeils wäre eine Ursprungsgerade (grün).
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Der Quotient v = s/t lässt sich als Steigung dieser Ursprungsgeraden interpretieren.

Der oben berechnete Näherungswert v(15ms) für die Momentangeschwindigkeit nach 15 ms lässt sich ebenfalls als Steigung einer Geraden interpretieren. Diese Gerade schneidet den s(t)-Graphen nach 15ms und nach 20 ms (rot)
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Natürlich sind im gewählten Beispiel 0,1 m keine besonders kurze Strecke und auch die dafür benötigten 5 ms sind für den betrachteten Vorgang eine relativ lange Zeitspanne. Daher kann man einen genaueren Wert für die Momentangeschwindigkeit erhalten, indem man die Strecke und damit die benötigte Zeit verkürzt, d.h. das Steigungsdreieck verkleinert (orange).
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Da dieses Steigungsdreieck jedoch viel zu klein ist, um es in der Grafik ordentlich ausmessen zu können, legt man durch die beiden Punkte, die diesem Steigungsdreieck zugrunde liegen, eine Gerade (violett) und bestimmt deren Steigung.
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Das hier gezeigte Steigungsdreieck ist zwar nicht kleiner als das weiter oben gezeigte rote Steigungsdreieck. Dies ist aber unerheblich, da man anders als bei einer gekrümmten Kurve für die Steigung einer Geraden immer den gleichen Wert erhält, unabhängig davon, wie groß man das Steigungsdreieck wählt. Die violette Gerade ähnelt mit zunehmend kleiner werdendem Steigungsdreieck immer mehr einer Tangenten an den Graphen im Punkt mit den Koordinaten (15ms|0,15m).

	Fazit
	Damit hat man ein Verfahren gefunden, um aus dem Weg-Zeit-Diagramm des Pfeils die Geschwindigkeit zu einem beliebigen Zeitpunkt zu ermitteln. Man muss dazu nur an der betreffenden Stelle eine Tangente an den s(t)-Graphen legen und deren Steigung ermitteln.

	Wichtig!
	Beim Ermitteln der Tangentensteigung unbedingt die Einheiten an den Koordinatenachsen berücksichtigen

	Jetzt geht’s weiter
	Legt man an den Stellen 0, 5, 10, 15, 20, 25 und 30 ms Tangenten an den s(t)-Graphen und zeichnet Steigungsdreiecke ein, so erhält man in etwa die in der folgenden Tabelle zusammengestellten Werte.
Anmerkung: Die Tangenten bei t = 0, 15 und 25 ms wurden der Übersichtlichkeit halber nicht eingezeichnet, der Wert bei 15 ms wurde bereits weiter oben berechnet:
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Tangenten an den s(t)-Graphen


t / ms
0
5
10
15
20
25
30
(s / m
0
0,05
0,125
0,09
0,1
0,1
0,13
(t / ms
5
7,5

9,5
5
4,5

4
5
v = (s/(t   in  m/s
0
6,67
13,16
18
22,2

25
26
Diese Geschwindigkeitswerte stimmen gut mit denen überein, die man mit der „Aufwärts-Methode“ (Flächenberechnung unter der a(t)-Kurve) erhalten hat.

	Die Beschleunigung
	Das eben beschrieben Verfahren, wie man aus dem s(t)-Gesetz das v(t)-Gesetz ermittelt, lässt sich auf die Ermittlung des Beschleunigungs-Zeit-Gesetzes aus dem Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz übertragen.
Da man unter der Beschleunigung eines Körpers seine Geschwindigkeitsänderung pro Zeiteinheit versteht, kann man die Beschleunigung des Pfeils zu einem beliebigen Zeitpunkt ermitteln, indem man an der entsprechenden Stelle im v(t)-Diagramm eine Tangente an den Graphen legt und deren Steigung ermittelt.
Anmerkung: Als Geschwindigkeitswerte wurden die aus der Tangentensteigung im s(t)-Diagramm ermittelten Werte übernommen (Karos). Um die Tangenten besser zeichnen zu können, habe ich diese durch eine Kurve (blau) verbunden.
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Beschleunigung als Tangentensteigung


t / ms

0

10

20

30

(v in m/s

6,5

5

5

0

(t in ms

5

4,5

7,5

5

a = (v/(t  in  m/s2
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1111
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	Merke:
	Man erhält aus dem s(t)-Gesetz die Geschwindigkeit zu einem beliebigen Zeitpunkt, indem man im s(t)-Diagramm an der entsprechenden Stelle eine Tangente an den s(t)-Graphen legt und deren Steigung bestimmt.

Analog erhält man die Beschleunigung eines Körpers zu einem beliebigen Zeitpunkt, indem man im v(t)-Diagramm an der entsprechenden Stelle eine Tangente an den v(t)-Graphen legt und deren Steigung bestimmt.

	Verallgemeinerung
	Das eben beschriebene Verfahren lässt sich auch auf viele andere Probleme verallgemeinern. Seine Bedeutung für die Physik und sämtliche Quantitativen Wissenschaften kann gar nicht überschätzt werden. Es wird immer dann eingesetzt, wenn Quotienten nicht konstant sind. Ich möchte im Folgenden nur ein paar einfache Beispiele aus dem Physikunterricht der Mittelstufe vorstellen:
· Im Gegensatz zu einer Spiralfeder folgt ein Gummi nicht dem Hookeschen Gesetz. D.h. es gibt keine Proportionalität zwischen der Dehnung (Längenänderung) des Gummis und der dafür benötigte Kraft, der Quotient

D = F/s ist für ein Gummi nicht konstant. Die Feder hat dann je nachdem wie groß die Vorspannung ist, einen anderen Wert. Man ermittelt die Federkonstante daher für jede Dehnung als Tangentensteigung im F(s)-Diagramm und schreibt dann:
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· Ebenso ersetzt man bei einer Glühbirne den nicht konstanten Quotienten 

R=U/I durch die Tangentensteigung im U(I)-Diagramm und schreibt:
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3 Zwischenkapitel Das ganze aus Sicht der Mathematik
	Vorbemerkung für übereifrige Mathematiklehrer
	Im Folgenden beziehe ich mich ausschließlich auf hinreichend oft differenzierbare und integrierbare Funktionen ohne diese Bedingung jedes Mal herauszustellen.

Ich bin der Meinung, dass man die Ausnahmen (und dies sind die nicht differenzierbaren oder nicht integrierbaren Funktionen im Schulunterricht) erst dann behandeln sollte, wenn man den Standard kennt und nicht umgekehrt.

	Warnung für allzu saloppe Schüler
	Die folgenden Ausführungen gelten nicht für alle denkbaren Funktionen sondern nur für solche, die, salopp formuliert, „hinreichend vernünftig“ sind. Dies bedeutet meist, dass man ihre Graphen mit dem Bleistift zeichnen kann ohne ihn abzusetzen, dass sie also keine Sprünge machen, Lücken haben oder ähnliche „Gemeinheiten“ aufweisen. Um an einen Graphen eine Tangente legen zu können, darf der Graph zudem keine Knicke aufweisen. Für die salopp formulierte Bedingung „hinreichend vernünftig“ haben die Mathematiker komplizierte Definitionen entwickelt um auch ungewöhnliche Funktionen behandeln zu können. Da solche Funktionen im Schulunterricht aber praktisch nie vorkommen, beschränke ich mich hier auf die einfachen Fälle.

	Die Steigung an einer Stelle x
	Bei einer „hinreichend vernünftigen“ Funktion f kann man an jeder Stelle x eine Tangente zeichnen und deren Steigung bestimmen.

Man legt nun fest:

Unter der Steigung einer Funktion f an einer Stelle x versteht man die Steigung der Tangenten t an den Graphen von f an der Stelle x.

Beispiel: Die Steigung von s(t) an der Stelle 15 ms beträgt 18 m/s, da dies die Steigung der Tangente an den s(t)-Graphen an der Stelle t = 15 ms ist (vgl. Kapitel 2).
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Anmerkung: Im Beispiel des s(t)-Gesetzes hat die Steigung also die Bedeutung einer Geschwindigkeit.

	Die Ableitung

Vorsicht!! Oben ist die Rede von der Steigung einer Funktion, hier spreche ich von der Steigung eines Graphen
Als Beispiele evtl. x3und 3x2 wg. grafischer Ableitung
	Ordnet man jeder Stelle x die Steigung von f an der Stelle x zu, so erhält man eine neue Funktion. Diese neue Funktion heißt Ableitung der Funktion f. Man bezeichnet sie üblicherweise mit f’. Die Funktionswerte der Ableitung sind also die Steigungswerte der ursprünglichen Funktion.
Beispiele:

· Das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz ist die Ableitung des s(t)-Gesetzes, denn die Geschwindigkeit zur Zeit t (im Beispiel oben t = 15 ms) gibt die Steigung des s(t)-Graphen an der Stelle t an.

· Das Beschleunigungs-Zeit-Gesetz ist die Ableitung des v(t)-Gesetzes, denn die Beschleunigung zur Zeit t gibt die Steigung des v(t)-Graphen an der Stelle t an.
· Das a(t)-Gesetz heißt daher auch zweite Ableitung des s(t)-Gesetzes, da es die Ableitung der Ableitung des s(t)-Gesetzes ist.

	Wie ermittelt man die Steigung der Tangenten rechnerisch?
	Ist die Funktion f, deren Steigung an verschiedenen Stellen ermittelt werden soll, nicht nur, wie im Beispiel des Pfeils, in Form eines Diagramms gegeben, sondern, wie in der Schulmathematik üblich, in Form eines Funktionsterms, so kann man die Steigung von f an einer beliebigen Stelle auch errechnen.

Dazu wählt man ein möglichst kleines Steigungsdreieck (orange, s. Pfeil).
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Im Diagramm kann man dieses Steigungsdreieck zwar nicht ausmessen, dazu ist es zu klein. Liegt jedoch ein Funktionsterm vor, so ist es (fast) nur eine Frage der Genauigkeit des Taschenrechners, wie klein das Steigungsdreieck gewählt werden kann. Je kleiner es ist, desto näher kommt der errechnete Steigungswert der eigentlich gesuchten Steigung der Tangenten.

	Beispiel Geschwindigkeit des Pfeils nach 15 Millisekunden
	Um die Steigung des s(t)-Graphen (d.h. seiner Tangenten) an der Stelle 15 ms näherungsweise zu errechnen, bildet man also folgenden Quotienten
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für eine möglichst kurze Zeitspanne (t.

	Mathematische Zwischenbemerkung
	Aus der einfachen Formel für die gleichförmige Bewegung
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wird im Falle einer nicht gleichförmigen Bewegung also 
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mit der zusätzlichen Forderung, die Zeitspanne (t „so kurz wie möglich“ zu wählen. Um dies anzudeuten, wählte Leibniz Daten, der sich neben Newton Daten mit Problemen dieser Art befasst hat, statt des „eckigen“ griechischen Buchstaben ( immer dann ein „rundes“ lateinisches d, wenn die betreffenden Differenzen „so klein wie möglich“ zu wählen sind. In der Leibnizschen Schreibweise wäre also
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Newton stellte über das s einen kleinen Punkt:
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In der im Mathematikunterricht der Schule normalerweise benutzten Schreibweise schreibt man statt dessen:


[image: image53.wmf]t0

s

vlim

t

D®

D

=

D

      bzw.   v = s’

	Weiter mit v(15ms) für verschiede Werte von (t
	Im Falle unseres Pfeils liefert der Term
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eine sehr gute Beschreibung der experimentellen Daten.

Für die Geschwindigkeit nach der Zeit t, ergibt sich damit:
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Für die Geschwindigkeit zur Zeit t = 15 ms liefert dieser Term:
für (t = 5 ms: 
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für (t = 1 ms: 
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für (t = 0,1 ms: 
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	Wie klein muss man das Steigungsdreieck machen?
	Die folgende Tabelle zeigt die Geschwindigkeit nach 15 ms für verschiedene Werte für (t, d.h. verschieden große Steigungsdreiecke.

(t in ms

5

1

0,1

0,01

0,001

0,0001

v(15 ms) in m/s

20,71

18,99

18,56

18,5169

18,5125

18,5121

Anmerkung: Man sieht, dass sich für sehr kleine Steigungsdreiecke, d.h. sehr kleine Werte für (t die errechneten Steigungswerte kaum unterschieden.

	Geschwindigkeiten zu anderen Zeitpunkten
	Auf die gleiche Weise kann man auch die Geschwindigkeiten zu anderen Zeitpunkten errechnen. Mein Computer hat dies für 300 Zeitpunkte und ein (t von 0,0001 ms erledigt. Stellt man die errechneten Geschwindigkeiten in einem Diagramm dar, so erhält man:
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	Jetzt geht’s weiter
	In der folgenden Tabelle werden die auf diese Weise errechneten Geschwindigkeiten an den Stellen 0, 5, 10, 15, 20 und 30 ms (grün unterlegter Bereich der Tabelle) mit der zeichnerisch ermittelten Tangentensteigung (gelb unterlegter Bereich der Tabelle) verglichen. Es ergibt sich eine sehr gute Übereinstimmung. Dabei ist mit „zeichnerisch“ gemeint, dass im s(t)-Diagramm eine Tangente an den s(t)-Graphen gezeichnet und deren Steigung aus dem Diagramm heraus gemessen wurde. „Rechnerisch“ soll bedeuten, dass die Geschwindigkeit mit Hilfe des Differenzenquotienten aus dem s(t)-Term errechnet wurde und zwar für (t = 0,0001 ms. Die verbleibenden Abweichungen beruhen auf der Ungenauigkeit beim Ausmessen der Steigungsdreiecke im Diagramm

t / ms

0

5

10

15

20

25

30

vzeichnerisch
in  m/s

0

6,67

13,16

18

22,2

25

26

vrechnerisch 
in m/s
0,00

6,78

13,09

18,51

22,67

25,29

26,18

Ich werde daher im folgenden nicht mehr zwischen der zeichnerischen und der rechnerischen Tangentenmethode unterscheiden. Welche man anwendet, hängt lediglich davon ab, ob das s(t)-Gesetz als Diagramm oder als Funktionsterm vorliegt. Im ersten Fall verwendet man die zeichnerische Methode im zweiten Fall die rechnerische.

	Merke:
	Man erhält aus dem s(t)-Gesetz die Geschwindigkeit zu einem beliebigen Zeitpunkt, indem man im s(t)-Diagramm an der entsprechenden Stelle eine Tangente an den s(t)-Graphen legt und deren Steigung bestimmt.

Liegt das s(t)-Gesetz in Form eines Funktionsterms vor, dann kann man an der entsprechenden Stelle zwei möglichst dicht benachbarte Punkte wählen und den Quotienten 
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berechnen.

Analog erhält man die Beschleunigung eines Körpers zu einem beliebigen Zeitpunkt, indem man im v(t)-Diagramm an der entsprechenden Stelle eine Tangente an den v(t)-Graphen legt und deren Steigung bestimmt. Natürlich kann man auch hier den Quotienten
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für zwei möglichst eng benachbarte Punkte im v(t)-Diagramm berechnen, falls das v(t)-Gesetz in Form eines Funktionsterms vorliegt.


Es fehlt jetzt noch

1. Analog das Integral aus Sicht der Mathematik

2. Produkte werden durch Integrale ersetzt

3. Quotienten werden durch Ableitung ersetzt
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